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Déduction naturelle

OPTION INFORMATIQUE - TPn°4.4 -

Alafin de ce chapitre, je sais :

= lire un séquent

I’= décrire les regles d’'introduction et d’élimination

I’ justifier les principaux raisonnements de la logique classique

Olivier Reynet

[’Z construire un arbre de preuve démontrant une formule simple

Utilisation des regles d’inférence

Prouver les séquents suivants :

Fp—p
Solution:
pkp —
Fp—p
p,pkEL
Solution :
ax ax
p,opkp p,pEp
p,opk L ¢
p,g-pAng
Solution :
ax ax
pqkp parq ,.
p,g-png
pAg-qnp
Solution :
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ax ax
prqtprg - PAGEPAG
pAqEq pAqEp A;
pPAG-qnap
A5. pvgkEqvVvp
Solution :
— aAX — aXx
pvq,ptp pvq.q-q l
pvqr-pvq pva,p-qvp pvaqt-ave
pvqtqvp
A6. gq-p—gq
Solution :
— ax
q9.prFqg
q-p—q
A7. pAnqEPp—¢q
Solution :
ax
PAq,pEpAqg Ae
pAg,p-q
pAqEp—q
A8. pghnTEpAg
Solution :
pgATEgGAT ax
_ —ax e
p,gAaTEp p,gATHEq N
P,GATHEPAG !

A9. pAGg, TASEPAS

Solution :

ax ax
PANG,TASEDPAG A PAG,TASETAS

pAg,TASED pPAG,TASES
PANG,TASEDPAS
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Al10. a— at 1a
Solution :
a—a,ata— a a— a,ata ax
—e ———ax
a— a,aba a— a,aka -
a— "a,abt L - ¢
a—aka
B Preuves intermédiaires
Prouver les séquents suivants :
Bl. p—>qgtk-g—p
Solution: OnposeI'=p — g,7q, p.
rFp & Trp—gq o .
T'tgq ¢ Tkog C
TFL . ¢
p—q,qk-p
p—qt-qg—-p
B2. "avbta—b
Solution :
ax
—avbaata —avbaalka 5
—avVvbaak L n ¢ ax
—avbat—avb —avbaa+-b ~° —avbabtb
Ve
—avbatb
—avbra—>b

B3. a—bF-avhb

Solution :

a— b,nala
a—b,nat-avb

i
a—bF-ava

ax
a—bat-a—Db a—bata _

a—b,a-b
a—b,ak-—avb

i

a—bkF-avhb

Ve
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B4.

B5.

B6.

B7.

B8.

a—(b—ckF@anb) —c

Solution :

a—(b—c,anbr-anb

a—(b—c),anb-anb a a— (b—c),anbla ° a—(b—co,anbFa—(b— ix
a— (b—c),anbkb ¢ a— (b—c,anbFb—c _, ¢
a— (b—c),anbtc ¢
a—b—-c)k(anb)—c
(anb)—cta— (b—c)
Solution: On poseI'=(aAb) — c,a,b.
TFa > Trb & -
THanb ' Tr(anb)—c
(anb)—c,a,bkc ) ¢
(anb)—c,ak-b—c '
(anb)—cka— (b— o)
a—b—c,b—at-b—c
Solution: OnposeI'=a— (b—c¢),b— a,b.
Irb " Trb—a -
I'ta I'Fa—(b—c) _, ax
TFb—c ° TFb .,
kc ;
a— (b—c,b—atb—c
p—(qVvr),nq,~rt-p
Solution: OnposeI'=p — (gVvr),q,r.
TpFp—(qvr ~ TpFp © T.parq ~ Tparoq o Tprer © Tprear &
T,ptqvr ¢ T,pqF L ¢ Lyl ¢
T,pkL ¢

-

p—(gVvr),nqg,rkE-p

p—(@—r1),prk-gq
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Solution: OnposeT'=p— (g — 1), p,r.

ax
TgFp & Tqrp—(g—r -

Igkqg—r

TgrF-r & Lgkr

Ig-_L
p—(@—r),p,rkgqg

i

——— a&X
I'gkq —

C Preuves plus complexes

Prouver les séquents suivants :

Cl. g—rg—pkp—r

Solution: Onposel'=q—r,7g— "p,p.

I'—r
q—n2q—pEp—r

E——

e

C2. (pAq)—>TH(p—r)V(g—T)

Solution: OnposeI'=(pAg) —rety=(p—1)V(g—T)

I,mgFnq—p - I',mgkgq ixe | ax
N - I,ngtk-p I'mqgkp o
te IgkFg—r Igkgqg Y I gkFL .
I'-q—q Igkr Ingkr

C3. =(av b) - —an b (Loi de De Morgan)

Solution :

- aprouver
~(avbhF-a P

—(avb) b A

a prouver

“(avbk—an-b

i

On a divisé I'objectif en deux sous-objectifs et les preuves seront identiques pour les deux.

ax ax ax ax
ax  Pdrp Lpatq , L,opptp Lopprop
L,p,gkT L,p,q-pAgq ! T,-p,pkL
,p,gkr r,ap,pFr —°
T,ptqg—r1 T,mpEp—r1
e pra=r . o prp=T
I'-pop LpFy Iopky Ve
Ty
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t ax a prouver
“(avb)Fava © —(avb),nat -a —(avb),at —a Vp

—(av b)Fa

e

On cherche maintenant a prouver —(aV b),at —a.

ax

“(avb),ala
—(av b),at~(avb) a(avb),aavb -
“(avb),at L
—(avb),ala

i

e

e

On proceéde de méme pour —(a Vv b) - —b. Lutilisation du tiers-exclu fait de cette preuve un
exemple de logique classique. On peut procéder sans et en faire ainsi un exemple de preuve en
logique intuitionniste.

ax ax
ax —(avb),alta v, ax -(avb),b-b
(avb),at—(avDb) “(avb),atavb _ll —(av b),b--(avb) a(avb),bkavb 5
~(avb,aFLl _ ‘ ~(avb),brFL _

i i

(avb)Fa

(avb) b A
a(avb)F—an-b !
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