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Expressions régulieres

OPTION INFORMATIQUE - TPn°3.8 - Olivier Reynet

Ala fin de ce chapitre, je sais :

faire le lien entre un ensemble de mots et une expression réguliere
utiliser la syntaxe des expressions régulieres
utiliser la sémantique des expressions régulieres pour simplifier une expression réguliére

utiliser le filtrage (pattern matching) sur un type algébrique

RETRB

définir et utiliser un type algébrique

Exprimer par des mots des expressions régulieres

Tenter de décrire en francais les langages dénotés par les expressions régulieres suivantes :
>

Solution : Le langage des mots de longueur deux.

(e+2)(e+2)

Solution: Le langage des mots dont la longueur est au plus deux.

(Z2)*

Solution: Le langage des mots de longueur paire.

>*ax*

Solution: Le langage des mots comportant au moins une occurrence de a.

>*abX*

Solution: Le langage des mots comportant au moins une occurrence du facteur ab

X*aX*bx*



OPTION INFORMATIQUE TP n°3.8

Solution : Le langage des mots comportant au moins une occurrence de a puis au moins une
occurrence de b.

A7. (ab)*

Solution : Le langage des mots commencant par a, finissant par b et ou les a et les b n’appa-
raissent jamais consécutivement.

B Des mots aux expressions régulieres

Soit 'alphabet X = {a, b}. Trouver une expression réguliere qui dénote I'’ensemble des mots :

B1. delongueur paire

Solution: (ZX)*

B2. delongueur impaire

Solution: (ZX)*X>

B3. delongueur au moins un et au plus trois

Solution : X(g|X|2X)

B4. qui possédent un nombre pair de b

Solution: (a*ba*ba*)*

B5. qui possédent un nombre impair de a

Solution: b*a(e|b*ab*a)* b*

B6. qui possédent un nombre de a multiple de 3

Solution: b*(ab*ab*a)*b*

C Combien de mots dans le langage?

Soit 'alphabet X = {a, b}. Combien de mots de longueur 100 sont-ils dans Lgr(e)?
Cl. e=alalb)*b
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Solution : Les premieéres et derniéres lettres étant fixées, il reste 98 lettres au milieu a choisir
entre a et b. Cela fait donc 2% mots.

C2. e=a*bab*

C3.

D

Solution: Les lettres du milieu étant fixées, on peut mettre :

¢ z€ro a a gauche et 98 b a droite
* una agauche et 97 b a droite

97 aa gauche et un b a droite
* 98 aagauche et 0 b a droite.

Cela fait donc 99 mots.

e = (alba)* (On peut utiliser (u4,) nen le nombre de mots de longueur n dans Lpr(e).)

Solution: Si on définit (1) ,eny comme le nombre de mots de longueur n dans Lgg(e), alors on
peut dire que lorsqu’on choisit une lettre dans un mot de 100 lettres, il nous reste a choisir soit
une lettre dans un mot de 99 lettres, soit deux lettres dans un mot de 98 lettres. Ce qui s’écrit :
Up = Up—1+ Up—2.0Ona ug =1,le motvide et u; =1, a. On reconnait la suite de Ficonnacci.

On a donc w199 = ap'% + "' avec a = %(1 + ﬁg)’ =1 (1 - ﬁg)’ = 1+2‘f5 et = —é.

Simplification d’expressions régulieres

Simplifier les expressions régulieres suivantes :

D1. ¢|lablabab(ab)*

Solution: On passe par la sémantique des expressions réguliéres.
Lgr(e) =Lgr(e) U Lpr(ab) U Lpr(abab(ab)™) (1)
= Lgr(€) U Lgr(ab) U Lpr(abab(ab)™) 2)
={e}uiab}uiabab | J (ab)™} 3)

n=>0
={efufab}tu{l (ab)™} 4)
n>2
={etui{l (ab)™ (5)
n=1
={ abh™ (6)
n=0
= Lgr((ab)™) ()
8)
Onadonce= (ab)*.
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D2.

D3.

E

aa(b*|a)|a(ab*|aa)

Solution : De la méme maniere, on trouve : e = aa(b*|a)

a(alb)*|aa(ab*)|aaa(a|b)*

Solution : On trouve : e = a(alb)”. On remarquera que certains langages sont inclus dans les
autres. Par exemple Lgr(aa) € Lgr(aab™)

Miroirs et induction

I m Définition 1 — Mot miroir. Le mot miroir dun mot w=a,a;...a, est wk =a,a,_,...a;.

m Définition 2 — Langage miroir. Soit £ un langage sur Z. Le langage miroir de £ est :

El.

E2.

E3.

E4.

LR = we L} )

Montrer que pour deux mots v et w d’'un langage £ on a (vw)® = wRv~,

Solution : Il suffit de revenir a la définition : soit v=ajay...a, et w=b1b>... by,.

Ona(vw)®=(@as...anb1bs...b)X=by,...b1ay...ay = wivk.

Montrer que si £ et £ sont deux langages, ona LFu LR = (£, u L)

Solution : quﬁg ={wl welLlu{wr, we Ly} ={wR,wel,uls}=(LUuLy)R

Montrer que si £ et £, sont deux langages, on a LRLR (Lo LR,

Solution : LRLR (whwr ve LiAnwe Ly} = {(wv)R v e LiAnwe Ly} = (wh ue L0} =
(Lo L) R

Montrer que si £ est un langage, ona (L* VR = (ohy*,

Solution: (L) ={wf welL*}= U {wk,wel™= U {w we (LHE}.

n=0 n=0
Or, on peut montrer par induction, d’apres la définition inductive des puissances d'un langage,
que (Ln)R (LR)n
(Cas debase) comme ¢ = e, ona (LR = (LF)0.
(Pas d’induction) supposons que (LME = (LB Alorsona: (L"HE = (LLME = (L)RLME =
(L) (LR)}’[ (LR)n+1
(Conclusion) (£L™% = (LR)" est vrai pour tout 7.
C’est pourquoi, (£*)R = U {w, we (LB = (L™,
n>=0
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E5. Définir de maniére inductive une fonction miroir dont le parameétre d’entrée est une expression
réguliére e et qui renvoie I'expression réguliére miroir e® qui dénote le langage Lg r(@).

Solution: On définit la fonction miroir m : ER — ER comme suit
(Base (i) ¢" =09,

(Base (ii) £f =¢,

(Base (iii)) VaeX, af=aq,

(Regle de construction (i)) Ve;,e; € ER,(e; |62)R = efleg

(Regle de construction (ii)) Ver, e, € ER, (e1e2)" = el el

(Regle de construction (iii)) Ve € ER, (e")R = (ef)*.

E6. Démontrer que Ve € ER, L rr(e®) = LgR(e), c’'est-a-dire démontrer que I'algorithme de construction
inductive de I'expression réguliére miroir est correct.

Solution: On démontre par induction la correction de 2 :

(Cas debase (i) Lpr(@®) = LEr(@) = (@} = LgR((D). Le miroir du langage vide est le langage
vide.

(Casdebase (i) Lpr(e®) =Lpgr(e) =1{e}=LE (o).

(Cas de base (iii)) Va€ X, Lpr(a®)=Lpr(a) =1{a}=LE(a).

(Pas d’induction (i)) On suppose maintenant qu’on dispose de deux expressions régulieres e1, e» €
ER telles que LER(ef) = LER(el) et LER(ef) = LgR(eg). On cherche a construire le langage
miroir de 'union de ces deux expressions en utilisant la sémantique des expressions ré-
gulieres, la définition inductive des expressions miroirs et I’hypothése d’induction :

Lr((erle)®) =Ler(elef) définition du miroir (10)
=Lpr(efyu Lpr(el sémantique ER (11)
=LR (e ULR (e2) hypothése d’induction (12)
=(Lgrle1) ULgr(e)? résultat précédent (13)
=L§R(€1 le2) sémantique ER (14)

(Pas d’induction (ii)) Avec la méme hypothese sur e; et e», on cherche maintenant a construire
le langage miroir de la concaténation de ces deux expressions :

Ler((ere)®) =Lpp(elel) définition du miroir (15)
=Lgr(eNLpr(ed) sémantique ER (16)
=L§R(ez)L§R(e1) hypothese d’induction (17)
=(Lgr(e1)Lprle))? résultat précédent (18)
:LgR(eleg) sémantique ER (19)

(Pas d’induction (iii)) On suppose maintenant qu’on dispose d'une expression réguliere e € ER
telle que £ ER(eR) = Lg r(€). On cherche maintenant a construire le langage miroir de la
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fermeture de Kleene de I'expression e :

Lrr((e")®) =LEr((e®") définition du miroir (20)
=(LEr (eR)) * sémantique ER (21)
=(L g =) * hypothése d’induction (22)

F Implémentation d’'un type expression réguliere

m Définition 3 — Syntaxe des expressions réguliéres. Lensemble des expressions régulieres g sur
un alphabet X est défini inductivement par :

(Base) {@,e,luXep,

(Regle de construction (union)) Vej,ex € Ep,e1|ex€Ep

(Regle de construction (concaténation)) Ve, e, € Eg,e1e2 € Ep,
(Regle de construction (fermeture de Kleene)) Vee Ep,e* € Ep.

F1. Créer un type algébrique regexp OCaml qui représente une expression réguliere selon la définition
3.

Solution :

type regexp = EmptySet
| Epsilon
| Letter of char
| Sum of regexp * regexp
| Concat of regexp * regexp
| Kleene of regexp ;;

F2. Créer en OCaml une variable e représentant I'’expression réguliere (a*|b)c sur 'alphabet X = {a, b, c}.

Solution :

let e = Concat (Sum (Kleene (Letter 'a'), Letter 'b'), Letter 'c');;

F3. Créer une variable esigma de type regexp dont le langage dénote 'alphabet X = {A, B, C}.

Solution :
let a = Letter 'A';;
let b = Letter 'B';;
let ¢ = Letter 'C';;

let esigma = Sum (Sum (a, b), c);;
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F4. Créer une variable esigmastar de type regexp dont le langage dénote I'alphabet Z*.

Solution :

let esigmastar = Kleene esigma;;

F5. Créer une fonction récursive et utilisant le pattern matching de signature regexp_to_string :
regexp -> string qui permet d’afficher lisiblement un type regexp sur la console. Par exemple,
pour I'expression esigma, celle-si renvoie la chaine de caractére ( (A|B) | C), pour e elle renvoie ( ((a
)*|b)c).Onrappelle que la concaténation de chaine de caracteres se fait via 'opérateur » en OCaml.

Solution :

let rec regexp_to_string e =
match e with
| EmptySet -> "{}"
| Epsilon -> "Epsilon"
| Letter a -> String.make 1 a
I

Sum (el, e2) -> "(" A (regexp_to_string el) A "[" A (
regexp_to_string e2) A~ ")"
| Concat (el, e2) -> "(" A (regexp_to_string el) ~ "" A (

regexp_to_string e2) ~ ")"
| Kleene e => "(" A (regexp_to_string e) ~ ")*"
55
regexp_to_string e;;
regexp_to_string esigma;;
regexp_to_string esigmastar;;

G Langages vides, réduits au mot vide ou finis

G1. Créer une fonction de signature is_emtpy_language : regexp -> bool qui teste si une expression
réguliere dénote le langage vide.

Solution :

let rec is_emtpy_language e = match e with
| EmptySet -> true
| Epsilon | Letter _ | Kleene _ -> false
| Sum (el,e2) | Concat(el,e2) -> dis_emtpy_language el &&
is_emtpy_language e2;;
is_emtpy_language e;;
is_emtpy_language (Kleene EmptySet);;
is_emtpy_language EmptySet;;

G2. Créer une fonction de signature is_reduced_to_epsilon : regexp -> bool qui teste si une ex-
pression réguliere dénote le langage réduit au mot vide.
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Solution :

let rec dis_reduced_to_epsilon e = match e with
| Epsilon -> true
| EmptySet | Letter _ -> false
| Kleene e -> if e = EmptySet then true
else dis_reduced_to_epsilon e
| Sum (el,e2) | Concat(el,e2) -> dis_reduced_to_epsilon el
&& is_reduced_to_epsilon e2

G3. Créer une fonction de signature is_finite_language : regexp -> bool qui teste si une expres-

sion réguliere dénote un langage fini, c’est-a-dire qui comporte un nombre fini de mots.

Solution :

let rec is_finite_language e = match e with
| EmptySet | Epsilon | Letter _ -> true
| Sum (el, e2) | Concat (el, e2) -> dis_finite_language el
&& is_finite_language e2
| Kleene e -> is_reduced_to_epsilon e || is_emtpy_language e;;

is_finite_language e;;
is_finite_language EmptySet;;
is_finite_language Epsilon;;
is_finite_language (Kleene EmptySet);;
is_finite_language (Kleene Epsilon);;
is_finite_language (Kleene a);;

H Tester 'appartenance d’'un mot a un langage rationnel

H1. Ecrire une fonction de signature matches_regex : regexp -> string -> bool qui statue sur le

fait qu'un mot appartient a un langage dénoté par une expression rationnelle. On pourra s’appuyer
sur les fonctions String.sub et String.length.

Solution :

let rec matches_regex regex word =
match word, regex with
| """, Epsilon -> true
| s, Letter ch when String.length s = 1 && s.[0] = ch -> true
| _, Concat (ri1, r2) ->
let rec split_and_match i =
matches_regex rl (String.sub word 0 i) &&
matches_regex r2 (String.sub word i (String.length word - 1)) in
List.exists split_and_match (List.init (String.length word + 1) (fun x

-> X))
| _, Sum (rl, r2) -> matches_regex rl word || matches_regex r2 word
| """, Kleene _ -> true

| s, Kleene e when String.length s = 1 -> matches_regex e s
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| _, Kleene r —>
let rec split_and_match i =
matches_regex r (String.sub word 0 i) && matches_regex regex (String
.sub word i (String.length word - 1)) in
List.exists split_and_match (List.init (String.length word +1) (fun x
-> X))

| _, _ —-> false;;

H2. Quelle est la complexité de cette fonction dans le pire des cas?

Solution : La complexité est exponentielle a cause des appels multiples récursifs. Les auto-
mates procurent une solution de complexité linéaire en fonction de la longueur du mot.

I Jouer avec les expressions réguliéres --» Hors ProcraMmE

Lors d'une campagne de tests, on a collecté I’évolution de la position GPS d'un véhicule. Le fichier
contient toutes les positions du test.

I1. Al'aide d'une ligne de commande et en utilisant grep, isoler la latitude et la longitude dans un fichier.
Chaque ligne contiendra une information comme suit :
5920.7009,N,01803.2938,E

Solution: grep -oE "[[:digit:]]+[[:digit:]]+,(S|N),[[:digit:]]+[[:digit:]]+,(E|W) " gps.dat
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