Arbres : révisions

OPTION INFORMATIQUE - TPn°2.6 - Olivier Reynet

A Arbres AVL

Afin de réduire au maximum les complexités des opérations, on cherche a minimiser la hauteur des
arbres binaires de recherche utilisés pour les dictionnaires.

m Définition 1 — Arbre AVL. Un arbre binaire de recherche est un arbre AVL ¢ si, pour tout nceud, la
différence entre la hauteur du sous-arbre gauche et la hauteur du sous-arbre droit est —1,0 ou 1.

a. dunom de leur deux inventeurs : Adelson-Velsky et Landis

Un AVL garantit (cf. questions ci-dessous) que la hauteur de I'arbre est en ©(log ) ou1 1 est le nombre
de nceuds.

m Définition 2 — Facteur d’équilibrage. Le facteur d’équilibrage d’'un nceud d’un arbre binaire de
recherche est la différence entre la hauteur du sous-arbre gauche et la hauteur du sous-arbre droit.

Ainsi, pour un arbre AVL, le facteur d’équilibrage de chaque nceud est -1, 0 ou 1.
On souhaite montrer que la hauteur d'un arbre AVL est de I'ordre de log(n) ou n est le nombre de

nceuds. Pour cela, on note (f,),,c, 1a suite de Fibonacci définie par :

{fo=1,f1=1

1
frnt2=fns1+fn pourtoutn>=0 (1)

Al. Donner un exemple d’AVL pour les facteurs d’équilibrage 0, 1 et -1.
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Solution: Pour un facteur d’équilibrage de 0: 2 ? ? ? ? 2
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Pour un facteur d’équilibrage de 1:
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Pour un facteur d’équilibrage de -1: @ 2 ?

Les exemples ci-dessus sont également des arbres parfaits, ce qui n'est pas nécessaire pour la
suite.

A2. Soit h € {—1} UN. Montrer qu'un arbre AVL de hauteur h posséde au moins f;+; — 1 nceuds.

Solution: On procede par induction structurelle. La propriété a démontrer est P : un arbre AVL
de hauteur h posséde au moins fj,; — 1 nceuds.

(Cas de base) Soit un arbre AVL vide. Sa hauteur vaut —1.Or, f_;41—1= fp—1=1-1=0. Donc,
P est vérifiée car I'arbre vide ne contient aucun neceud par définition.

(Pas d’induction) Soit deux arbres AVL g et d qui vérifient P et un arbre AVL a construit a partir
de g et d. Le nombre de nceuds de a s’exprime

na:1+ng+7’ld>1+fhg+1_1+fhd+1_1:fhg+1+fhd+1_1

. Trois cas sont alors possibles pour un AVL:

* hg=hg—1lethg=hgs—2:danscecas, ng > fn,+ fn,-1-1= fr+1-12 fr+1-1,

* hg=hg—2ethy=hgs—1:danscecas, ng 2> fp,-1+ fn,~ 1= fooe1 =12 fr41 -1,

* hg=hg—lethg=hs—1:danscecas, ng > fn,+ fn,—12 fun,+ fne-1-1= fn,+1-1,
Donc, I'arbre AVL a vérifie la propriété P dans tous les cas.

(Conclusion) Comme ’arbre vide vérifie P et que le constructeur de I’arbre binaire construit
un arbre vérifiant P si les sous-arbres la vérifie, alors P est vraie pour tout arbre AVL.

Soit ¢ = %g ~ 1.62 le nombre d’or. On rappelle que ¢ est racine du polynéme X2 — X — 1.
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A3. Montrer que f,, > ¢" ! pour tout n € N.

Solution: On procede par récurrence double sur 7 :
e Pourn=0,onabien " ' =1/p<1=f
e Pourn=1,0onabieng”'=1<1=f;
¢ Soit n > 2. On suppose la propriété vraie aux rangs (n—1) et (n—2), et on la montre au rang

n. En utilisant I'hypothése de récurrence et le fait que ¢ est racine du polynéme X?-X -1,
on obtient :

fn — fn—l +fn—2 2 (pn—Z +(pn—3 — (Pn_3((P+ 1) — (pn—S(pZ — (pn—l.

¢ Conclusion : la propriété est vérifiée pour 0 et pour 1 et I'héridité est démontrée. Donc,
par récurrence double, la propriété est vraie pour tout n € N.

A4. On considere un arbre binaire de recherche de hauteur i avec n nceuds. Montrer que si cet arbre est
un AVL, alors 1 <log,(n+1).

Solution : D’apres les questions précédentes :

n=fra-1=¢"-1

h<log,(n+1)

A5. Laréciproque de la proposition précédente est-elle vraie?

Solution: Laréciproque est fausse. Par exemple, I’arbre Node (100, Node (50, Node(10, Empty
, Empty), Empty), Empty) n'est pasunAVL.Pourtant, h =2 =log,(4) < logq,(4) = logq,(n +1).

A6. Montrer que pour tout arbre binaire, h > log,(n+1) - 1.

Solution :

Le nombre maximal de nceud dans un arbre est atteint lorsque ’arbre est complet. Chaque ni-
veau de I'arbre de hauteur k posséde alors 2¥ neeuds. On a donc, pour un arbre de hauteur  :

Rax =1+2+...+2" =214 2)

On en déduit que h > log, (nmax + 1) — 1 et que donc h > log, (n + 1) — 1 pour tout arbre binaire,
car qui peut le plus peut le moins.

A7. En conclure que la hauteur d'un arbre AVL est en O(logn).

Solution : Pour un AVL on a donc & = O(logn) et h > log,(n+1) — 1, c’est-a-dire h = O(logn) et
h = Q(logn), ce qui signifie 1 = ©(logn).
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B Arbres de Braun

Si t est un arbre, on note |¢| sa taille.

m Définition 3 — Arbre de Braun. Un arbre de Braun est un arbre binaire qui est :
¢ soit I'arbre vide.

¢ soit de la forme N(r, g,d) avec r une étiquette et g et d deux arbres de Braun vérifiant
ldl<|gl=ldl+1

On se limite dans ce sujet sujet au cas ou les étiquettes des arbres de Braun sont des entiers et on
représente de tels arbres a I'aide du type suivant en OCaml :

type braun = Vide | Noeud of 1int * braun * braun

B1. Pour tout n € [1,6], dessiner les squelettes des arbres de Braun de taille 7. Que remarque-t-on?

Solution : On constate que pour tout n € [1,6] il y a un unique arbre de Braun de taille . C’est
en fait vrai pour tout entier (démonstration par récurrence forte).

B2. Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un arbre de Braun unique de taille n.

Solution : On procede par récurrence forte sur # ou induction structurelle.
Démonstration. Par induction structurelle.

(Cas de base) Larbre vide est un arbre de Braun et est unique.

(Pas d’induction) Soient g et d deux arbres de Braun qui vérifient la propriété d’'unicité. On
construire a 'arbre de Braun Noeud (e, g, d) dont le nombre de nceuds est n. Nécessai-
rement, | g |= [n/2] et | d |= |n/2]. Or, d’apres notre hypothése d’induction, g et d sont
uniques. Donc, a est unique au niveau structurel.

(Conclusion) Comme la propriété d'unicité est vérifiée pour le cas de base et n’est pas modifiée
par la régle de construction, un arbre de Braun de taille n est unique.

Démonstration. par récurrence forte.

(Initialisation) Pour n =0, il n’existe qu'un seul arbre de Braun, I'arbre vide.

(Hérédité) Supposons l'unicité vraie pour tous les arbres de taille inférieure a n. Soit @ un arbre
de Braun de taille n. Il n'y a qu'une solution possible : son fils gauche est un abre de Braun
de taille | g |= [n/2] et son fils droit un arbre de Braun de taille | d |= |n/2]. Comme g et d
sont uniques par hypothese de récurrence, a est unique au niveau structurel.

(Conclusion) Lunicité est vérifiée pour n = 0 et on a démontré I'hérédité. Donc tout arbre de
Braun est unique.

On dispose de la fonction suivante :
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let rec add_braun x t =
match t with
|vide -> Noeud(x, Vide, Vide)
|Noeud(y,g,d) -> Noeud(y,add_braun x d,g);;

B3. Montrer que la fonction add_braun est correcte, c’est-a-dire qu’elle renvoie un arbre de Braun.

Solution : Procéder par induction structurelle.
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