PROPRIETES DES GRAPHES

Ala fin de ce chapitre, je sais :

'S démontrer le lemme des poignées de mains
I'&> caractériser un cycle eulérien

& savoir expliquer ce qu’est un cycle hamiltonien
=

caractériser un graphe connexe, acyclique ou un arbre

A Des degrés et des plans

Théoreme 1 — Somme des degrés d’un graphe. Le nombre d’arétes d'un graphe simple est
égal a la moitié de la somme des degrés des sommets de ce graphe.
Plus formellement, soit G = (S, A) un graphe simple alorson a:

2|1Al=)_ d(s) 1)

seS

Démonstration. 1l suffit de dénombrer de deux manieres différentes le nombre N d’extrémités
d’arétes dans le graphe G. D’'une part, chaque aréte posséde deux extrémités, on a donc N =
2| Al. D’autre part, le nombre d’extrémités d’arétes est égal a la somme des degrés de tous les
sommets sdonc N = Y d(s). |

seS

® On appelle souvent ce théoréme le lemme des poignées de mains car il peut se traduire
par le fait que dans un graphe il y a toujours un nombre pair de sommets de degré impair.
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FIGURE 1 - Sur ces graphes, on peut vérifier les théorémes de caractérisation des chaines eulé-
riennes et des cycles eulériens.

Théoréeme 2 — Formule d’Euler pour les graphes planaires. Soit G = (S, A) un graphe simple.
G est planaire si le nombre de régions du plan qu’il délimite R vaut :

R=2+|Al-|S] 2)

® Pour vérifier cette formule, il ne faut pas oublier la région extérieur au graphe qui
compte également.

B Caractérisation des chaines, des cycles et des graphes

Théoréeme 3 — Caractérisation d’une chaine eulérienne. Il existe une chaine eulérienne dans
un graphe lorsque seuls les sommets de départ et d’arrivée sont de degré impair.

Théoréme 4 — Caractérisation d’un cycle eulérien. Il existe un cycle eulérien dans un graphe
si tous les sommets sont de degré pair.

Pour bien visualiser ces caractérisations, on peut s’entrainer sur les graphes de la figure 1.
Le graphe d’ordre quatre posséde une chaine eulérienne mais pas de cycle eulérien. Le graphe
complet K5 posséde les deux.

On appelle graphe hamiltonien un graphe qui posséde un cycle hamiltonien (cf. définition
22). Un graphe hamiltonien :

¢ est connexe,
» d’ordre supérieur ou égal a trois,

* n'a pas de sommets de degré un.



C. GRAPHES ACYCLIQUES ET CONNEXES 3

Théoréeme 5 — Condition nécessaire pour un graphe non hamiltonien. Soit G = (S, A) un
graphe. Soit U € S un ensemble de sommets de G. Si le nombre de composantes connexes
de G = (S\ U, A) est strictement supérieur au nombre de sommets de U, alors G n'est pas
hamiltonien.

Théoreme 6 — Condition suffisante pour un graphe hamiltonien. Soit G = (S, A) un graphe
d’ordre supérieur ou égal a deux. Si pour toute paire de sommets a et b non adjacents de G
ona:

d(a) +d(b) = S| 3)

alors G est hamiltonien.
Dans le cas d'un graphe simple a n > 2 sommets, la condition suffisante devient :

VseS, d(s)>nl/2 4)

Théoréme 7 — Chemin hamiltonien dans une graphe complet orienté. Tout graphe complet
orienté possede un chemin hamiltonien.

Démonstration. Par récurrence sur le nombre de sommet du graphe. |

FIGURE 2 - On peut vérifier que K5 possede un chemin hamiltonien.

C Graphes acycliques et connexes

Théoreme 8 — Condition nécessaire d’acyclicité d’'un graphe. Soit un graphe G = (S, A)
acyclique. On a alors :
A< IS|-1 (5)

Théoréeme 9 — Condition nécessaire de connexité d’un graphe. Siun graphe G = (S, A) est




connexe alorsona:
[Al = 1S-1 (6)

On déduit des deux théoremes précédents qu'un arbre (cf. définition ?2) possede
exactement |S| — 1 arétes.

D Coloration, graphes planaires et nombre chromatique

Théoreme 10 — Trois couleurs. Si tous les degrés des sommets d'un graphe planaire sont
pairs, alors trois couleurs suffisent pour obtenir une coloration valide.

Théoréme 11 — Quatre couleurs. Le nombre chromatique d'un graphe planaire ne dépasse
jamais quatre.

On peut chercher a encadrer le nombre chromatique d'un graphe. Dans une premier temps,
on peut remarquer que :
* ¥(G) < |S|, autrement dit, I'ordre d'un graphe est supérieur ou égal au nombre chroma-
tique. L'égalité est atteinte pour les graphes complets : tous les sommets étant reliés les
uns aux autres, on ne peut qu'utiliser des couleurs différentes pour chaque sommet.

* Pour un sous-graphe G’ de G, on a y(G') < x(G).

m Définition 1 — Degré maximum des sommets d’un graphe. On note A(G) le degré maxi-
mum des sommets d'un graphe G.

m Définition 2 — Ordre du plus grand sous-graphe complet d’'un graphe. On note w(G)
I'ordre du plus grand sous-graphe complet d'un graphe G.

Théoréme 12 — Encadrement du nombre chromatique. Pour un graphe G,on a:

w(G) < x(G) LAG) +1 (7

E Principe d’optimalité et plus court chemin dans un graphe

Théoreme 13 — Optimalité et plus court chemin dans graphe. Si a ~~ b est le plus court
chemin passant par un sommet c, alors les sous-chemins a ~~ c et ¢ ~ b sont des plus courts
chemins.

Démonstration. Soit a ~~ b le plus court chemin passant par un sommet ¢ dans un graphe G.
Si a ~~» ¢ n'est pas le plus court chemin, alors il suffit de prendre le plus court chemin entre
a et c et de le joindre a ¢ ~» b pour obtenir un chemin plus court de a vers b. Ce qui est en
contradiction avec notre hypothése que a ~~ b est le plus court chemin. |
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