RECHERCHER

Ala fin de ce chapitre, je sais :

I’= rechercher un élément dans un tableau trié par recherche dichotomique

'S compter le nombre d’opérations élémentaires nécessaires a I'exécution d'un algo-
rithme,

Lors du traitement des informations, le tri est souvent associé a une autre activité : la re-
cherche d'un élément dans un ensemble trié. En effet, la recherche dichotomique permet d’ac-
célérer grandement la recherche d'un élément, pourvu que celui-ci soit trié.

Ce chapitre aborde la recherche recherche dichotomique dans un tableau trié.

A Recherche séquentielle

Rechercher d'un élément dans un tableau est une opération nécessaire pour de nombreux
algorithmes. Il est donc important de disposer d’algorithmes rapides pour exécuter cette tache.
La recherche séquentielle est I’algorithme le plus naif pour réaliser cette tache. L'algorithme 1
rappelle la recherche séquentielle d'un élément dans un tableau.

Algorithme 1 Recherche séquentielle d'un élément dans un tableau

1: Fonction RECHERCHE_SEQUENTIELLE(t, elem)

2 n < taille(t)

3 pouride0an—1répéter

4: si t[i]= elem alors

5 renvoyer i > élément trouvé, on renvoie sa position dans t
6

renvoyer |'élément n’a pas été trouvé

Dans le pire des cas, c’est a dire si I’élément recherché n’appartient pas au tableau, la re-
cherche séquentielle nécessite un nombre d’instructions proportionnel a #, la taille du tableau.
On dit que sa complexité est en O(n).



B Recherche dichotomique

Sile tableau danslequel la recherche est a effectuer est trié, alors la recherche dichotomique
a privilégier. Celle-ci est illustrée sur la figure 1.

7>6

7<8

1‘3 ‘4 ‘6 ‘7 ‘8 ‘10‘13‘14‘18 19‘21‘24 37‘40‘45‘71

FIGURE 1 - Illustration de la recherche dichotomique de la valeur 7 dans un tableau trié
(Source : Wikimedia Commons)

m Définition 1 — Recherche dichotomique. La recherche dichotomique recherche un élé-
ment dans un tableau trié en éliminant a chaque itération la moitié du tableau qui ne contient
pas I'élément. Le principe est le suivant :

¢ comparer la valeur recherchée avec I'élément médian du tableau,
* siles valeurs sont égales, la position de I'élément dans le tableau a été trouvée,

e sinon, il faut poursuivre la recherche dans la moitié du tableau qui contient I’élément
a coup sir.

Si I'élément existe dans le tableau, alors I'algorithme renvoie son indice dans le tableau.
Sinon, I'algorithme signifie qu’il ne I’a pas trouvé.

Le mot dichotomie vient du grec et signifie couper en deux. En prenant ’élément médian
du tableau, on opére en effet une division de la taille du tableau en deux parties. On ne conserve
que la partie qui pourrait contenir I’élément recherché.

A chaque tour de boucle, I'algorithme 2 divise par deux la taille du tableau considéré. Dans
le pire des cas, le dernier tableau considéré comporte un seul élément. Supposons que la taille
du tableau est une puissance de deux : n = 2P. On a alors 1 = 2% = g—i, si k est le nombre
d’itérations effectuées pour en arriver la. C’est pourquoi le nombre d’itérations peut s’écrire :
k =log, 2P = plog, 2 = p =log,(n). La complexité de cet algorithme est donc logarithmique en

O(log,(n)), ce qui est bien plus efficace qu'un algorithme de complexité linéaire.

Sile tableau contient plusieurs occurrences de I'élément a chercher, alors I'algorithme
2 renvoie un indice qui n'est pas celui de la premiere occurrence de I’élément. C’est pourquoi,
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Algorithme 2 Recherche d'un élément par dichotomie dans un tableau trié

1: Fonction RECHERCHE_DICHOTOMIQUE(t, elem)

2 n < taille(t)

3 g0

4 d<—n-1

5: tant que g < d répéter > < cas ou valeur au début, au milieu ou a la fin
6 m — (g+d)//2 > Division entiére : un indice est un entier!
7 si t[m] < elem alors

8

9

g—m+1 > I’élément devrait se trouver dans t[m+1, d]
sinon si t[m] > elem alors

10: d—m-1 > I’élément devrait se trouver dans t[g, m-1]
11: sinon

12: renvoyer m > I'élément a été trouvé
13:  renvoyer |'élément n'a pas été trouvé

I'algorithme 3 propose une variation qui renvoie I'indice de la premiére occurrence de 1'élé-
ment.

Algorithme 3 Recherche d'un élément par dichotomie dans un tableau trié, renvoyer I'indice
minimal en cas d’occurrences multiples.

1: Fonction RECHERCHE_DICHOTOMIQUE_INDICE_MIN(t, elem)
2 n < taille(t)
3 g0
4 d<—n-1
5: tant que g < d répéter > attention au strictement inférieur!
6 m — (g+d)//2 > Un indice de tableau est un entier!
7 si t[m] < elem alors
8 g—m+1 > I’élément devrait se trouver dans t[m+1, d]
9 sinon
10: d—m > I’élément devrait se trouver dans t[g, m]
11: si t[g] = elem alors
12: renvoyer g
13: sinon
14: renvoyer |'élément n’a pas été trouvé

Lalgorithme de la recherche dichotomique peut s’écrire de maniére récursive, comme on
le verra dans le chapitre suivant.

® Attention a ne pas confondre cet algorithme avec la recherche de zéro d'une fonction
par dichotomie. Le principe estle méme. Cependant, dans le cas de la recherche dichotomique,
on s’intéresse a des indices de tableaux, donc a des nombres entiers. C’est pourquoi on choisit



de prendre le milieu via la division entiére //. Lorsqu’on cherche les zéros d’'une fonction ma-
thématique, on s’intéresse a des nombres réels représentés par des flottants en machine. C’est
pourquoi lorsqu’on prend le milieu, on choisit alors la division de flottants /.

® Le milieu d'un segment [a,b] vaut m=(a+b)/2, non pas n=(b—a)/2.

C Compter les opérations

Pour comparer 1'efficacité des algorithmes, on compte le nombre d’opérations élémen-
taires nécessaires a leur exécution en fonction de la taille des données d’entrée. Dans notre cas,
la taille des données d’entrée est souvent la taille du tableau a trier. Que se passe-t-il lorsque
cette taille augmente? Le temps d’exécution de I'algorithme augmente-t-il? Et de quelle ma-
niere? Linéairement, exponentiellement ou logarithmiquement par rapport a la taille?

Dans ce qui suit, on suppose qu’'on dispose d'une machine pour tester ’algorithme. On
fait I'hypothese réaliste que les opérations élémentaires suivantes sont réalisées en des temps
constants par cette machine :

* opération arithmétique +, —, *,/,//,%, colits associé c,,

e tests ==,! =, <, >, cofits associé c;,

e affectation —, cofit associé c_

¢ acces a un élément indicé ¢[i], cotlit associé ¢,

e structures de controles (structures conditionnelle et boucles), cotlit associé négligé,
¢ échange de deux éléments dans le tableau, cofit c,,

* acces alalongueur d'un tableau, cofit c;.

m Exemple 1 — Compter le nombres d’opération élémentaires de la recherche séquentielle.
Sur I'algorithme 4, on a reporté les cotlits pour chaque instruction. On peut donc maintenant
calculer le cott total. Ce cotit C va dépendre de la taille du tableau que 'on va noter n. Il va
également dépendre du chemin d’exécution : est-ce que le test ligne 4 est valide ou non? On
choisit de se placer dans le pire des cas, c’est a dire qu’on suppose que le test est invalidé a
toutes les itérations %. Dans ce cas, on peut dénombrer les cofits élémentaires :

n-1
Cnm)=c—+ ) ca+c; M
i=0

=c_+(cg+cen (2)

Dans le pire des cas, on observe donc que le cotit de la recherche séquentielle est propor-
tionnel a n. On notera cette au deuxieme semestre C(n) = O(n), signifiant par la que le cotit
est dominé asymptotiquement par n. Lorsque n augmente, le cotit de la recherche séquen-
tielle dans le pire des cas n'augmente pas plus vite que n.

Si on se place dans le meilleur des cas, c’est a dire lorsque 1’élément recherché se situe
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dans la premiere case du tableau, on obtient un cofit total de C(n) = c— + ¢, + ¢y, C'est a dire
un cofit qui ne dépend pas de n. Onle notera C(n) = O(1) et on dira que ce cofit est constant.

a. i.e.'élément cherché n'est pas dans le tableau.

Algorithme 4 Recherche séquentielle d'un élément dans un tableau

1: Fonction RECHERCHE_SEQUENTIELLE(t, elem)

2 n < taille(t) > affectation : c—
3 pouride0an—1répéter > répéter n fois
4: si t[i]= elem alors > acces, test: ¢, + ¢t
5 renvoyer i

6 renvoyer |'élément n’a pas été trouvé

® Lanalyse des calculs précédents montre qu’on peut simplifier notre approche du
décompte des opérations. Etant donné que ce qui nous intéresse, c’est 'évolution du cofit en
fonction de la taille du tableau, les valeurs des constantes de cotit des opérations élémentaires
importent peu, pourvu que celles-ci soient constantes. C’est pourquoi, on supposera désor-
mais qu’on dispose d’'une machine de test pour nos algorithmes telle que chaque instruction
élémentaire posseéde un cofiit constant que ’on notera c.

Algorithme 5 Tri par insertion, calcul du nombre d’opérations

1: Fonction TRIER_INSERTION(t)

2 n < taille(t) > affectation : c
3 pour ide 1 an-1répéter

4 a_insérer «— t[i] > acces, affectation : 2c
5: j—i > affectation : c
6 tant que t[j-1] > a_insérer et j>0 répéter > acces, tests : 3¢
7 t[jl — t[j-1] > acces, affectation : 3¢
8 j—j-1 > affectation : c
9 t[jl — a_insérer > acces, affectation : 2c

m Exemple 2 — Compter le nombre d’opérations élémentaires pour le tri par insertion. Sur
I'algorithme 5, on a reporté les cofits pour chaque instruction. On peut donc maintenant
calculer le cofit total. On choisit de se placer dans le pire des cas, c’est a dire lorsqu’on insere
I’élément systématiquement au début du tableau ®. La boucle tant que est donc exécutée



i —1 fois.

n-1
Cn)=c+ Y (c+c+(i—-1)@Bc+c)+20) 3)

i=1

n-1
=c+c) (1+4i) 4)

i=1

nn-1)

:c+c(n—1)+4T (5)
=(c-2)n+2n (6)

Dans le pire des cas, le cofit total du tri par insertion est donc en O(n?).

Le meilleur des cas, pour l'algorithme de tri par insertion, c’est lorsque ’élément a in-
sérer n'a jamais a étre déplacé . Alors la condition de sortie de la boucle tant que est valide
des le premier test. Le cott total devient alors :

n-1
C(n)=c+ ) (2c+c+30) @)
i=1
=c+6¢c(n—1) (8)
=-5c+6¢cn 9

Dans le meilleur des cas, on a donc un cofit du tri par insertion en O(n).

a. Le tableau est donné en entrée dans I'ordre inverse a 1’ordre souhaité.
b. Le tableau donné en entrée est déja trié!

m Exemple 3 — Compter le nombre d’opérations élémentaires pour le tri par comp-
tage. La premiére partie de I'algorithme 2? compte les occurrences de chaque élément. La
complexité de cette opération est O(n) puisqu’il s’agit de balayer tout le tableau d’entrée a
chaque fois.

La seconde partie de I'algorithme ?? est composée deux boucles imbriquées qui dé-
pendent de v, et de n. La boucle imbriquée effectue c[v] tours a chaque fois que le
nombre est présent dans le tableau. On consideére que le test et les deux opérations dans
la boucle imbriquée ont un cofit constant de 1. On peut compter le nombre d’opérations
pour les deux boucles imbriquées :

Umax clv]-1
C(n, Vmax) = Y. (1+ > 1) (10)
v=0 j=0
= fx1+c[v] 1n
v=0

=1+ Upax+ 1 (12)
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clv]—-1 Umax
car Y l=cl[vlet Y clvl=n.
j=0 v=0

C’est pourquoila complexité du tri par comptage esten O(n+1+ v+ 1) = O(Vyax+1)

Le cott total de I'algorithme de tri par comptage est donc linéaire par rapport aux deux
parametres d’entrée. Il est donc raisonnable de I'utiliser lorsque 7 est du méme ordre que
Umax- Par contre, il nécessite la création d’'un tableau de méme taille n 4, ce qui peut avoir
des conséquences sur la mémoire du systeme.

a. ce trin'est pas en place
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